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     In this paper, we discuss the investment criterions form view point of 
maximization of present value of a project.  In order to show the meaning of 
the investment criterion for probabilistic cash flow, firstly we show that the 
investment criterion for deterministic cash flow satisfy the Equimarginal 
Principle.  Then we consider the case that the dynamics of cash flow follows 
geometric Brownian motion, and derive an expression of the investment 
criterion in comparable form to the former.  As a result, we argue that the 
basic criterion of investment is the NPV rule. We also examine the criterions 
of disinvestment.  Eventually, we expose the argument that the investment 
criterion in real option model is different from NPV rule in some real option 
























































資実行時点を τ とすると、正味現在価値について次の命題１が成立する。 
 
命題１（正味現在価値） 時刻 τ で投資を実行したとき、現時点 0 での正味現
在価値は 
                    ����τ� � � ����f�t�dt
�
�
� ����K �   � �f�t�
�
�
� rK �����dt                    ��� 
となる。 
 
 命題１はキャッシュフローと投資コストの利子部分 (rK) の差の現在価値が正
味現在価値になることを示している。 




f ��0� � 0 
または 













1 から次の系 1 が得られる。 
  
系１（投資実行時点が異なるときの現在価値の差） 2 つの投資時点をt�と






                              ∆NPV�t�, t�� � � �f�t� � rK�e���dt
��
��
         ��� 
だけ減少する。 
 
 系 1 から、t�が (2)式を満たしていても、(3)式の ∆NPV�t�, t�� が負でなるよう
なt�が存在するならば、t�では投資を実行すべきではないということになる。ま
た、(2)式を満たす τ に対し、時刻 τ 以降のキャッシュフロー f�t� がすべて rK 
以下であれば、時刻 τ で投資を実行することが最適である。 
 キャッシュフローが確率的に変動し、キャッシュフローが確率過程として表現
される場合でも、 (1)式や(3)式に対応するものを求めることができる。現在時点
を 0 とし、時刻 t でのキャッシュフローをX�t�とする。また、現在のキャッシュ
フローの水準を x とする（X�0� � x）。この場合次の命題と系が成り立つ。 
 
命題３（正味現在価値） キャッシュフローが最初に x� に到達するか x� を超
えた時点を τ とし、時刻 τ で投資を実行するものとすると、正味現在価値の期
待値は 
        ENPV�x� x��＝E� �� e���X�t�
�
�
dt � e���K|X�0� � x�
� E� �� �X�t� � rK�
�
�
e���dt|X�0� � x�                                            ��� 
となる。 
 
系２ （投資実行時点が異なるときの現在価値の差） 最初に x� に到達するか 
x�を超えた時点をτ�とし、x� に到達するか x� �x� � x�)を超えた時点をτ�とす
ると、 
             ∆ENPV�x�, x�� � E� �� �X�t� � rK�e���dt
��
��







ロジェクトは現在操業中で、現在時点を 0 とし、時刻 t でのキャッシュフローが 
f�t�で表わされるとする。f�t� は時間 t の微分可能な確定的関数である。ここで
は、退出までに得られるキャッシュフローの現在価値が最大となるような退出時





                           NPV�τ� � � f�t�e���
�
�
dt              ��� 
となる。したがって、退出の極大条件は、 
f ��0� � 0 
または 
                     f�t� � 0,                      f ��t� � 0                       ��� 
となる。ただちに退出する場合を除くと最適な退出時点では、キャッシュフロー
は 0 となる。また、2 つの退出時点 t�, t� �t� �  t�� について、 
                             �NPV�t�, t�� � � f�t�e���dt
��
��
                  ��� 











キャッシュフロー X�t� がパラメータµ とσ の幾何ブラウン運動に従うとする。 
            dX�t� � µX�t�dt � σX�t�dW�t�        �9� 
ここで、W(t) は標準ブラウン運動である。キャッシュフローの水準が x� に到
達したときに投資を実行すると、現在のキャッシュフローの水準が x のときの
期待正味現在価値 V�x; x�� は µ � � のとき、 




,                      x � x�          
                    V�x; x�� � x� � µ � K                                     x � x�                                   
となる。ここで、α は 2 次方程式 
                                         12 σ
�z�z � 1� � µz � � � 0                         �10� 
の正根である。また、V�x; x��を最大にする x� は 






はない。(11)式の両辺を r � � で割ると、 
x�
r � � �
α







 (10)式は z の 2 次式 
F�z� �   12 σ
�z�z � 1� � �z � r 
であり、F�z�の正根をα、負根をβとすると、 
F�z� �   12 σ
��α � z��β � z� 
と書けるので、 
                                                F���F�1� �
r











                                 x� � αα � 1 �r � ��K �
β � 1
β rK                                                      �1�� 
となる。αとβ は方程式 





運動の場合は rK に係数 �β � 1� β⁄  が掛った水準にまで上昇する（ β は負根で
あるから係数は 1 より大となる）。その上昇分は 
β � 1











ブラウン運動で、k を正の定数として、キャッシュフローが X�t� � k と表わされ
るものとする。X�t� は収入から変動コストを引いたもので、k は固定費用である
と考える(4)。以下では、確定的な場合と同様、退出の際の追加的なキャッシュフ
ローは無視することにする。X�t� が x� 以下になったときに退出するものとする
と、現在の X��� が x のときの期待正味現在価値 V�x; x�� は µ � � のとき、 










�               x � x�                   
         V�x; x�� � �                                                                             x � x�                      
となる。ここで、β は(10)式の負根である。最適な退出水準は 
                                        x� � ββ � 1 �r � µ�
k
r                                                            �1��  
となる。(12)式の関係を利用すると、x�は 
                                        x� � α � 1α k                                                                         �1�� 
とも表せるので、この時点でのキャッシュフローの水準は 
                            α � 1α k � k � �
1






３  参入水準と退出水準の検討 
 最初に、幾何ブラウン運動の場合に、最適な投資実行水準水準が rK より大の
理由について検討する。２つの投資実行水準 rK とrK � dx を考える。 系２か
ら、rKで投資を実行した場合のプロジェクトの正味現在価値と rK � dx で投資
を実行した場合のそれの差は X�t�がrKに到達した時点から rK � dx に到達する
までの間の X�t� � rK の期待現在価値である。X�t�が rK に到達した後で rK を













検討してみる。最適な参入水準 x� は 
x� � β � 1β rK � �1 �
1
β� rK 
であり、β は負であるから、β が大である（0 に近い）ほど、x� は rK より高
い水準になる。β とσ あるいは µ の関係は 
∂β
∂σ � ��    
∂β
∂µ � � 
であるから、σ が大きいほど、また、µ が小さいほど参入水準は高くなる。この
ことはもう少し異なる観点から説明することもできる。いま、a とb という 2 つ
の水準( a � � )を考え、���� が b から a に最初に到達するまでの経過時間





となる。b a⁄ � 1であるから、この式の右辺は b a⁄  の値に関係なく、β の増加関





             
                    図 1  下降割引因子 
 
 事業からの退出の場合は、α が小さい（1 に近い）とき、キャッシュフローを
基準とする退出水準は 0 以下に大きく低下する。���� が a から b に最初に到達す






























                  
                           図 2  上昇割引因子 
 
 キャッシュフローの変動が幾何ブラウン運動で表わされる場合の参入水準は確
定的な場合の参入水準に比較して�� ��β�⁄  だけ増加し、退出水準は k α⁄  だけ減
少する。すなわち、参入水準の増加分は β の絶対値に反比例し、退出水準の減
少分は α に反比例している。β は下降割引因子で、b a⁄ � z で表わしたときの、





z� あるいは上昇割引因子 z� の z � � での微分係数に反比例して、上昇あるい
は下降する。 
  













 表 1 数値例のパラメータ値 
 パラメータ値 
新規投資  µ � �����   σ � ���� � � �����   K � ����   
退出問題 µ � ������  σ � ����  � � �����      k � ��� 
 
 最適な参入と退出の水準および 2 次方程式の根 α とβ を表 2 に示した。σ の
増加が参入水準を上昇させ、退出水準を低下させることを確かめるため、表１の
パラメータ値のほかに σ � ��� の場合の結果を表 2 に合わせて表示した。最適な
参入水準は確定的な場合の �K � ��� より高くなり、σ の増加につれ高くなるこ
とが確認される。また、最適な退出水準についても同様のことが観察される。さ
らに、α とβ の値から、(13)式あるいは(15)式の関係が成立することや、最適水準
の上昇分あるいは下降分が �β あるいは α に反比例することが確認される。 
 
    表 2  2 次方程式の根と最適水準 
 新規投資 退出問題 
  σ � ��� σ � ���  σ � ��� σ � ��� 
α  1.5311 1.3508  8.2170 3.2656 
β  －6.5311 －1.8508  －1.2170 －0.7656 




























(1) 代表的な文献として Dixit and Pindyck (1994), Trigeorgis (1996)を参照。 
(2) ここでの確定的なキャッシュフローは将来各時点において一つの値を推定することを意味
し、必ず確実にそのようになるという意味ではない。確定的キャッシュフローでの投資決
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